
简谐运动

小圆滚滚

1 问题描述

上高中的时候，物理超前班的老师给我们讲了个假设，把地球挖个洞，打穿到地球的另一面，把

一个铁球扔进去。然后算出来铁球和单摆的运动周期相同。仅仅是公式上联想到了相同。

直到现在，我看了傅里叶变换。自己复刻了逗比手写时钟的平面直角坐标系到两轴配合的极坐标

系的无缝转化。才知道，原来方程式两端对消。剩下的才是真理。

2 起因结果

凡是跟圆有关的，肯定有π栮这是一个比例，一个比值。一个极限。一个无穷。

一个方波是由无数正弦波叠加而成。在一个大圆的轨道上运行着一个小圆的滚滚叠加。

活塞运动是将一个圆的运动投影到了一个直线上。

傅里叶变换从侧面看就是频率方向和时空方向的叠加。

3 定义

简谐运动是最基本也最简单的机械振动。当某物体进行简谐运动时，物体所受的力跟位移成正比，

并且总是指向平衡位置。它是一种由自身系统性质决定的周期性运动（如单摆运动和弹簧振子运动）。

实际上简谐振动就是正弦振动。

定义

物体受力大小与位移成正比，而方向相反，人们把具有这种特征的振动称为简谐运动。

表达式

简谐运动方程：x 栽 Acos栨ωt栫 ϕ栩

根据该运动方程式，我们可以说位移是时间桴的正弦或余弦函数的运动是简谐运动。简谐运动的数

学模型是一个线性常系数常微分方程，这样的振动系统称为线性系统。线性系统是振动系统最简单最

普遍的数学模型。但一般情况下，线性系统只是振动系统在小振幅条件下的近似模型。

4 特征量

周期

栱



ω 栽 2π
T

单摆周期

T 栽 栲π
√

l
g

单摆的周期与单摆的质量无关。与单摆的振幅无关。所以单摆可以当作计时器。

4.1 图片展示

图 栱栺 单摆受力分析

根据图片栱可知桡桡桡单摆受力 桡桡桡

图栱所示的单摆中，摆线长度为桌，忽略单摆过程中空气阻力的影响，小幅度摆动最大角度为ジ。

若假定ジ格栵度，则利用等价无穷小sinθ ≈ θ
可知，重力对小球的力矩为Mz 栽 mgLsinθ ≈ mgLθ
根据刚体定轴转动定律

Mz 栽 Jβ

其中Mz表示对于某定轴的合外力矩，桊表示刚体绕给定轴的转动惯量，ゲ表示角加速度。
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又∵ J 栽 mL2（质量转动惯量）栬 β 栽 d2θ
dt2

∴Mz 栽 mgLθ 栽 mL2 × d2θ
dt2

⇒ d2θ
dt2

栽 g
L
× θ

可以看出这个等式就是简谐振动的规律式，θ相当于位移桸，因此单摆也是一种简谐振动。其角频

率ω 栽 栨 g
L
栩(

1
2 )，周期就是T 栽 栲π

√
g
L
，只要测得摆线的长度桌和周期桔，就可以非常方便地测出当地的

重力加速度。

我们知道一个运动的物体，其动能Ek 栽 1
2
mv2，对于弹簧振子来说，弹性势能就是Ep 栽

1
2
kx2，这

样弹簧振子的动能就表示为Ek 栽
1
2
mv2 栽 1

2
mω2×A2，弹性势能就表示为Ep 栽

1
2
kx2 栽 1

2
kA2。其中桫表

示弹簧的劲度系数，桁表示质点振动的最大位移。

回复力桦 栽 栭桫桸

f 栽 md2x
dt2

d2x
dt2

栽 − k
m
x

令ω2 栽 k
m

d2x
dt2

栫 ω2 栽 栰 ——简谐运动微分方程

a 栽 −ω2x

当物体位于平衡位置时，势能为零，最大动能为Ek 栽 1
2
mv2 栽 1

2
mω2 × A2，当物体位于最大位移

处时，动能为零，弹性势能最大值为Ep 栽 1
2
kx2 栽 1

2
kA2，可见弹簧振子的总能量是保持不变的，动能

与势能指尖相互转化，如图栲所示，任意时刻弹簧振子的总能量等于两者之和，也就是理想弹簧振子的

机械能是守恒的。
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4.2 图片展示

图 栲栺 势能守恒

根据图片栲可知桡桡桡势能守恒 桡桡桡

简谐运动的振动动能

Ek 栽
1
2
mv2 栽 1

2
mω2A2sin2栨ωt栫 ϕ0栩 栽

1
2
kA2sin2栨ωt栫 ϕ0栩

振动势能为

Ep 栽
1
2
kx2 栽 1

2
kA2cos2栨ωt栫 ϕ0栩

简谐运动的总机械能

E 栽 Ek 栫 Ep 栽
1
2
kA2

5 穿过地球的直径

如果把地球打穿，然后人跳进去，忽略所有的阻力，这个人会沿着地心做简谐运动（周期性运动，

桥栮桧 单摆，弹簧）。

简谐运动公式：

时间、位移d栨t栩 栽 x0sin栨ωt栩

速度（对上式求导）v栨t栩 栽 d
dt
d栨t栩 栽 −x0ωcos栨ωt栩

加速度（对上式求导）a栨t栩 栽 d
dt
v栨t栩 栽 −x0ω2sin栨ωt栩 栽 −ω2d栨t栩
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简谐运动速度的方程又可以写成：

v 栽 ±ω
√

栨A2 − x2栩
推导：

简谐运动的总能量为物体动能加弹性势能，也等于在最大振幅处的弹性势能。

ETotal 栽
1
2
mv2 栫 1

2
kx2 栽 1

2
kx2max 栽 1

2
kA2

所以

mv2 栽 kA2 − kx2

v2 栽 k
m
栨A2 − x2栩 栽 ω2栨A2 − x2栩

5.1 图片展示

图 栳栺 穿透地球

根据图片栳可知桡桡桡穿透地球 桡桡桡

物体在其中的只受万有引力

F 栽 GMm
r2

栽 −G 4
3ρπr

3m

r2
栽 − 4

3
Gρπrm

对比简谐运动皆满足F 栽 −kx，（桸为桲）
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在根据牛顿第二定律F 栽 ma和简谐运动加速公式a 栽 −ω2x
4
3
Gρπrm 栽 ω2rm

ω2 栽 4
3
Gρπ

加速度和周期的关系

T 栽 2π
ω

T 栽 栲π
√

3
4Gρπ

栽
√

3π
Gρ

也可以直接用圆周运动和万有引力推导：

F 栽 GMm
r2

栽 mω2r 栽 m 4π
T 2 r

T 栽 2π
ω

这个周期不只仅适用于穿过地心的通道，任何通道都适用此周期

5.2 图片展示

图 栴栺 穿透地球栲

根据图片栴可知桡桡桡穿透地球2 桡桡桡

物体受力：
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F 栽 Fg × sinθ 栽 GMm
r2
× x

r
栽 −ma

a 栽 −GMm
r3

栽 −ω2x

ω2 栽 GM
r3

栽
4
3Gρπr

3

r3
栽 4

3
Gρπ

和上面情况一样，所以可以得知无论通道是怎么打的，你都会在 1
2

√
3π
Gρ
秒之后从地球的另一端出

来，然后重新掉出来。

样


