
线性代数矩阵操作函数

小圆滚滚

1 基坐标旋转

图 1: view1

在图1视角中，基可以由两个向量î =

[
1

0

]
,ĵ =

[
0

1

]
表示。这里称为我们的视角。

在图1视角的基础上将基旋转成另一个线性空间V2的基，在我们的视角，看V2的基，就有我们的坐

标：î =

[
cosϕ

sinϕ

]
,ĵ =

[
−sinϕ
cosϕ

]
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图 2: view2

在V2的基里面如果有一个坐标

[
−1
2

]
，那么这个坐标被我们读数就将是一番计算： −→v = −1̂i+ 2ĵ

−→v = −1

[
cosϕ

sinϕ

]
+ 2

[
−sinϕ
cosϕ

]
矩阵的定义为：

y1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn

y2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

· · ·
yn = am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn[
a11

a12

]
是每一行的系数，代表着一个线性无关的基的构成向量。比如二维空间，就由î, ĵ构成。

矩阵加法定义如下： [
−1 • cosϕ+ 2(−sinϕ)
−1 • sinϕ+ 2(cosϕ)

]
可以看出，列向量的每一项，都是由系数（新基下的坐标），乘以î, ĵ构成。相当于在他人给出的坐
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标，转换到我们视角下的坐标。需要他人给出的他们的分量顺序下分别的投影长度，转换到我们视角

下分量顺序下分别的投影长度。

将这些分量顺序下的投影相加，就可以得到最终他们描述的量呈现在我们坐标系下的分量，按顺

序列出，得到一个向量的坐标。

经过上面的推导，我们可以将结论转换为技巧，就是，如果别人在他的视角下给出了一个向量（也

就是坐标，也就是一个数组），那么我们在我们的地图上标出，首先要将对方的î, ĵ排一个矩阵，这个矩

阵由列向量们从左到右组成，列向量的顺序按照î, ĵ, k̂（三维）的顺序。î, ĵ, k̂就是他们的单位向量，对

应存在于我们的单位向量，x轴


1

0

0

，y轴


0

1

0

，z轴


0

0

1

上的投影。
为什么垂直正交？因为降维之后，要保证所有的子群都平等。

左乘再左乘是一个顺序改变的过程，

单次左乘可以看作是左边的方阵对右边的单列向量起到坐标投影映射的过程。

左边的方阵就是在我们的视角下看到的别人的基在我们的坐标下相对于我们的基的读数们。

基变换定义为：


β1 = p11α1 + p12α2 + · · ·+ pn1αn

y2 = p12α1 + p22α2 + · · ·+ pn2αn

· · ·
yn = p1nα1 + p2nα2 + · · ·+ pnnαn

注意行列标与矩阵的线性方程组表示是转置关系。把α1,α2, · · · ,αn

这n个有序向量记作(α1,α2, · · · ,αn)，

记n阶矩阵P = (pij)，利用向量和矩阵的形式，上式可表示为：

(β1,β2, · · · ,βn) = (α1,α2, · · · ,αn)P

简单说，一个方阵（基），等于另一个方阵（基）右乘一个方阵，那么坐标变换公式如下：
x1

x2

...

xn

 = P


x′1

x′2
...

x′n

，反之

x′1

x′2
...

x′n

 = P−1


x1

x2

...

xn


基变换是右乘，且右乘的这个矩阵在线性方程组的右下角标行序号和列序号是转置的。原因就是

要满足矩阵左乘的基础来源。β1是一个向量，并不是一个数值，这个向量是构成基的多个维度中的一

个方向上的向量，它由过度矩阵P .

基变换的底层逻辑就是在一个n维线性空间中，如果基，变成另一个基，那么过度矩阵必定是一

个n维的方阵。这就是线性的真正意义。他不会导致升维和降维。

我之前在知乎看到一个博主将线性代数的基变换说成是旋转，然后继续左乘变换矩阵，我说左乘

和右乘一定要注意，但是他仅仅是在过程当中，因为使用了旋转就认为简单的变换坐标而忽视了坐标

变换的推导法则。没错，对于具体的问题，因为巧合而把过度矩阵直接由坐标写出，但是那是因为你用

了我们视角下的默认基坐标（默认视角下的坐标，那组基）

(
1 0

0 1

)
去左乘了P，当然没有任何变化。

新的基让你忽略了右乘的普遍关系式，你也就学不到普适的精髓。也就压根儿没有探索触及到右乘的

奥秘。

行列式的秩可以描述矩阵张成的空间是不是能够达到矩阵的维度，面积和体积的值可以描述被拉

扯的大小。

说人话就是，如果你找到了一个方阵，可以将你现在视角下的基转换为别人视角下的基（用你的
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基去右乘这个过度矩阵）。那么对方给的坐标，你用过度矩阵左乘就可以转换成你的视角下的读数。或

者，你的坐标左乘过度矩阵的逆，就可以给他去读出你要表达的意思。
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