
线性代数矩阵操作函数

小圆滚滚

1 基坐标旋转

图 氱氺 汶汩汥汷氱

在图氱视角中，基可以由两个向量汞i 氽

[
氱

氰

]
氬汞j 氽

[
氰

氱

]
表示。这里称为我们的视角。

在图氱视角的基础上将基旋转成另一个线性空间V2的基，在我们的视角，看V2的基，就有我们的坐

标：汞i 氽

[
cosϕ

sinϕ

]
氬汞j 氽

[
−sinϕ
cosϕ

]

氱



图 氲氺 汶汩汥汷氲

在V2的基里面如果有一个坐标

[
−氱
氲

]
，那么这个坐标被我们读数就将是一番计算： −→v 氽 −氱̂i氫 氲ĵ

−→v 氽 −氱

[
cosϕ

sinϕ

]
氫 氲

[
−sinϕ
cosϕ

]
矩阵的定义为：

y1 氽 a11x1 氫 a12x2 氫 · · ·氫 a1nxn

y2 氽 a21x1 氫 a22x2 氫 · · ·氫 a2nxn

· · ·
yn 氽 am1x1 氫 am2x2 氫 · · ·氫 amnxn[
a11

a12

]
是每一行的系数，代表着一个线性无关的基的构成向量。比如二维空间，就由汞i, 汞j构成。

矩阵加法定义如下： [
−氱 • cosϕ氫 氲氨−sinϕ氩
−氱 • sinϕ氫 氲氨cosϕ氩

]
可以看出，列向量的每一项，都是由系数（新基下的坐标），乘以汞i, 汞j构成。相当于在他人给出的坐

氲



标，转换到我们视角下的坐标。需要他人给出的他们的分量顺序下分别的投影长度，转换到我们视角

下分量顺序下分别的投影长度。

将这些分量顺序下的投影相加，就可以得到最终他们描述的量呈现在我们坐标系下的分量，按顺

序列出，得到一个向量的坐标。

经过上面的推导，我们可以将结论转换为技巧，就是，如果别人在他的视角下给出了一个向量（也

就是坐标，也就是一个数组），那么我们在我们的地图上标出，首先要将对方的汞i, 汞j排一个矩阵，这个矩

阵由列向量们从左到右组成，列向量的顺序按照汞i, 汞j, 汞k（三维）的顺序。汞i, 汞j, 汞k就是他们的单位向量，对

应存在于我们的单位向量，汸轴


氱

氰

氰

，汹轴


氰

氱

氰

，決轴


氰

氰

氱

上的投影。
为什么垂直正交？因为降维之后，要保证所有的子群都平等。

左乘再左乘是一个顺序改变的过程，

单次左乘可以看作是左边的方阵对右边的单列向量起到坐标投影映射的过程。

左边的方阵就是在我们的视角下看到的别人的基在我们的坐标下相对于我们的基的读数们。

基变换定义为：


β1 氽 p11α1 氫 p12α2 氫 · · ·氫 pn1αn

y2 氽 p12α1 氫 p22α2 氫 · · ·氫 pn2αn

· · ·
yn 氽 p1nα1 氫 p2nα2 氫 · · ·氫 pnnαn

注意行列标与矩阵的线性方程组表示是转置关系。把α1,α2, · · · ,αn

这汮个有序向量记作氨α1,α2, · · · ,αn氩，

记汮阶矩阵P 氽 氨pij氩，利用向量和矩阵的形式，上式可表示为：

氨β1,β2, · · · ,βn氩 氽 氨α1,α2, · · · ,αn氩P

简单说，一个方阵（基），等于另一个方阵（基）右乘一个方阵，那么坐标变换公式如下：
x1

x2

氮氮氮

xn

 氽 P


x′1

x′2
氮氮氮

x′n

，反之

x′1

x′2
氮氮氮

x′n

 氽 P−1


x1

x2

氮氮氮

xn


基变换是右乘，且右乘的这个矩阵在线性方程组的右下角标行序号和列序号是转置的。原因就是

要满足矩阵左乘的基础来源。β1是一个向量，并不是一个数值，这个向量是构成基的多个维度中的一

个方向上的向量，它由过度矩阵P 氮

基变换的底层逻辑就是在一个汮维线性空间中，如果基，变成另一个基，那么过度矩阵必定是一

个汮维的方阵。这就是线性的真正意义。他不会导致升维和降维。

我之前在知乎看到一个博主将线性代数的基变换说成是旋转，然后继续左乘变换矩阵，我说左乘

和右乘一定要注意，但是他仅仅是在过程当中，因为使用了旋转就认为简单的变换坐标而忽视了坐标

变换的推导法则。没错，对于具体的问题，因为巧合而把过度矩阵直接由坐标写出，但是那是因为你用

了我们视角下的默认基坐标（默认视角下的坐标，那组基）

(
氱 氰

氰 氱

)
去左乘了P，当然没有任何变化。

新的基让你忽略了右乘的普遍关系式，你也就学不到普适的精髓。也就压根儿没有探索触及到右乘的

奥秘。

行列式的秩可以描述矩阵张成的空间是不是能够达到矩阵的维度，面积和体积的值可以描述被拉

扯的大小。

说人话就是，如果你找到了一个方阵，汳可以将你现在视角下的基转换为别人视角下的基（用你的

氳



基去右乘这个过度矩阵）。那么对方给的坐标，你用过度矩阵左乘就可以转换成你的视角下的读数。或

者，你的坐标左乘过度矩阵的逆，就可以给他去读出你要表达的意思。

右乘，

(
氱

−氱

)
表示将左边的方阵第一列减去第二列，像是操作步骤。第三步就是


氱

−氱
第三步


第三步就是去用上面两列的结果进行第三列的组合，也就是用第三个列向量（生成向量）来补足

前两列的不足。

可以说左边的方阵改变了右边的坐标，这个改变，操作，就是一个函数，将坐标映射到原有的线

性空间。

也可以说右边的输入是左边列向量组合体的系数，举例来说，右边输入的第一个数值，就是左边

列向量组合体的第一列向量的所有元素的公共系数，告诉他们如何应对接下来的第二个数值调教出来

的第二列向量的所有元素的组合步骤。

解基底的过程是一个寻找零空间向量的过程。这个输入可以让

故事的开始是这样设计的，不管你这辈子怎么折腾，你的结果都是已知的。你不可能消失，也不

可能毫无来由。你存在的这个群，经过一番运算，最后还是要落到这个群里。

那么光是这样也只是保证了一个空间。还需要线性。

线性就是一一对应，在这个空间里你总能找出一套规则，这个规则由简单的三条法则完成，也可

以用在这个空间里的个体来认证。

这三条法则就是氱氮你可以复制任意多个你（自己）抱在一起，氲氮你可以和很多不同的类似你的人抱

在一起。你们的力气都会叠加，氳氮但是单位力气（就是以你自己作为标准）是你距离一个验收点的距

离，这个验收点到每个人的距离都不同。

具体问题具体分析。具体问题都是线性空间的问题。所以惯性系、所以等效原理对每个人都很公

平。

一个认证方案就是，不管哪个人，他的工作，都可以由公司内几个不同的人分摊完成。这个公司

的工种多少，决定了这个空间的复杂维度。技能相同的人将会变成冗余的人，并不能带给公司质的提

升。工种，比如：信号收发、信息处理、汇汐汓增强、系统监控、时间同步、电源保障。你每天会在这六

个岗位上各工作一个小时，有你擅长的领域，你的产出就多一些，虽然找不到和你一样的人一天干出

同样的事却是有可能的。只需要这六个队里面出一个人，告诉他你干了多少，他们就可以复制出你来，

天天干出和你今天一样的工作。你就相当于被别人取代了。

线性空间有这样的特点，你可以找出一个向量，它距离原点的距离可以投影在一个线性无关的几

个维度上。这几个维度撑起了这个线性空间。维度之间线性无关。并不是这几个维度唯一确定了这个

线性空间。而是有很多可能性都可以撑出这个线性空间。而只要是能撑出这个线性空间的维度，他们

都可以仅仅通过线性变换就可以完成基底的对应转换。

等比数列是维度升降的汢汵汧奥义。可以由他来演示数学归纳法，可以由他来开方降维加合低纬度面

积得出泰勒公式。

汥汩汧汥汮汶污汬汵汥氨自己的、本征氩值

网格可以捕到鱼，把钩子绑在线上，只能有一串鱼

巧合就是一种预示，可能你会发现万能钥匙，也可能是一种警示

平行四边形面积是行列式的根基，也是矩阵，线性空间变换的根基之一，另一个根基是原点不变

克莱默法则可以求出系数

线性代数基本定理：总维数氽矩阵的秩（列空间维数）氫零空间维数

代数基本定理：汮次多项式在复数域里一定有汮个根。
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几何是人类的思维方式，迭代循环是人的思维方式，递归循环是神的思维方式，代数是唯一能够

证明推演的思维方式。

平行四边形，底乘以高，侧边被拉长，那么侧边的高就变短，才能割补

汑氺如何求一个矩阵的逆矩阵

汁氺求矩阵的逆矩阵是一个数学问题，通常使用线性代数中的矩阵运算来解决。以下是求矩阵逆矩

阵的基本步骤：

氱氮 氪氪确定矩阵是否可逆氪氪：一个矩阵可逆的前提是它是一个方阵，即行数和列数相等，并且它的

行列式（汤汥汴汥汲汭汩汮污汮汴）不为零。

氲氮 氪氪计算行列式氪氪：对于一个氲汸氲矩阵

A 氽

[
a b

c d

]

，其行列式

汤汥汴氨A氩 氽 ad− bc

。对于更大的矩阵，计算行列式可能更复杂。

氳氮 氪氪如果行列式为零氪氪：如果

汤汥汴氨A氩 氽 氰

，则矩阵

A

不可逆，即不存在逆矩阵。

水氮 氪氪计算伴随矩阵氪氪：伴随矩阵（污汤汪汵汧污汴汥 汭污汴汲汩汸）是将矩阵的每个元素替换为其代数余子式

（汣汯汦污汣汴汯汲），然后转置得到的矩阵。对于氲汸氲矩阵，伴随矩阵

污汤汪氨A氩 氽

[
d −b
−c a

]

。

氵氮 氪氪求逆矩阵氪氪：如果矩阵可逆，其逆矩阵可以通过伴随矩阵除以行列式来得到，即

A−1 氽
氱

汤汥汴氨A氩
· 污汤汪氨A氩

。

氶氮 氪氪对于更大的矩阵氪氪：对于氳汸氳或更大的矩阵，计算逆矩阵的过程更为复杂，通常使用高斯消元

法或者伴随矩阵的方法。

氷氮 氪氪使用计算工具氪氪：在实际应用中，通常使用计算工具（如汍汁汔汌汁求、汎汵汭汐汹等）来求矩阵的

逆，因为手动计算可能非常繁琐。

请注意，这里描述的是理论步骤，实际应用中可能需要根据具体情况进行调整。如果你需要具体

的计算示例或者使用特定工具的方法，请提供更多的信息。

汑氺初等变换法求逆矩阵举例

汁氺初等变换法，也称为高斯氭若尔当消元法，是一种求矩阵逆矩阵的方法，特别适用于求解线性方

程组。这种方法利用初等行变换将矩阵转换为单位矩阵，然后记录这些变换，最后将这些变换应用到

单位矩阵上，得到原矩阵的逆矩阵。以下是使用初等变换法求逆矩阵的一个例子：

氵



假设我们有一个氲汸氲矩阵

A

，我们希望求其逆矩阵

A−1

。矩阵

A

如下所示：

A 氽

[
a b

c d

]
步骤如下：

氱氮 氪氪构造增广矩阵氪氪：将矩阵

A

和单位矩阵

I

放在一起，形成一个增广矩阵： [
a b | 氱 氰

c d | 氰 氱

]
氲氮 氪氪进行初等行变换氪氪：通过行交换、行乘以非零常数、行相加或相减，将左边的矩阵部分转换

成单位矩阵。对于氲汸氲矩阵，这通常涉及以下步骤： 氭 确保左上角的元素是非零的（如果需要，可以交

换行）。 氭 将第一行乘以

氱/a

，使得左上角元素变为氱。 氭 通过行减法，将第二行的

c

变为氰。

氳氮 氪氪转换为单位矩阵氪氪：在上述步骤中，左边的矩阵部分将变为单位矩阵

I

： [
氱 ∗ | ∗ ∗
氰 氱 | ∗ ∗

]
水氮 氪氪得到逆矩阵氪氪：此时，增广矩阵的右边部分就是原矩阵

A

的逆矩阵

A−1

：

A−1 氽

[
∗ ∗
∗ ∗

]

氶



氵氮 氪氪计算逆矩阵的元素氪氪：根据步骤氳中得到的矩阵，计算逆矩阵的元素。对于氲汸氲矩阵，逆矩阵

的元素可以通过以下公式计算：

A−1 氽
氱

ad− bc

[
d −b
−c a

]
如果

ad− bc 6氽 氰

，那么矩阵

A

可逆，逆矩阵的元素就是上述公式中的

∗

。

氶氮 氪氪特殊情况氪氪：如果行列式

ad− bc 氽 氰

，则矩阵

A

不可逆，没有逆矩阵。

这个例子展示了如何使用初等变换法求氲汸氲矩阵的逆矩阵。对于更大的矩阵，过程类似，但需要更

多的行变换步骤。

以下是使用初等变换法求逆矩阵的一个例子：

假设我们要求矩阵A 氽

[
氲 氱

氱 氱

]
的逆矩阵。

首先，构造一个增广矩阵汛A|I汝，其中汉是二阶单位矩阵

[
氱 氰

氰 氱

]
，即：[

氲 氱 氱 氰

氱 氱 氰 氱

]
然后进行初等行变换：

第一步，将第一行乘以氭氱加到第二行，得到：[
氲 氱 氱 氰

−氱 氰 −氱 氱

]
第二步，将第一行除以氲，得到：[
氱 氱/氲 氱/氲 氰

−氱 氰 −氱 氱

]
第三步，将第一行乘以氱加到第二行，得到：[
氱 氱/氲 氱/氲 氰

氰 氱/氲 −氱/氲 氱

]
第四步，将第二行乘以氲，得到：[
氱 氱/氲 氱/氲 氰

氰 氱 −氱 氲

]
第五步，将第二行乘以氭氱氯氲加到第一行，得到：[
氱 氰 氱 −氱
氰 氱 −氱 氲

]

氷



此时，左边变成了单位矩阵，右边就是原矩阵的逆矩阵，所以矩阵汁的逆矩阵A−1 氽

[
氱 −氱
−氱 氲

]
求逆矩阵用伴随矩阵快还是用增广矩阵快

求逆矩阵的方法中，使用伴随矩阵和使用增广矩阵（初等行变换法）各有优缺点，速度的快慢取

决于多种因素，包括矩阵的大小、类型以及你使用的计算工具。下面是两种方法的一些比较：

氱氮 氪氪伴随矩阵法氪氪： 氭 优点：公式简单，容易理解和记忆。 氭 缺点：对于大矩阵，计算伴随矩阵

和行列式可能非常繁琐，特别是行列式计算容易出错。 氭 速度：对于小矩阵（如氲汸氲或氳汸氳），这种方法

通常较快。但对于更大的矩阵，计算效率可能会降低。

氲氮 氪氪增广矩阵法（初等行变换法）氪氪： 氭 优点：适用于求解线性方程组，可以同时得到矩阵的逆

矩阵和线性方程组的解。 氭 缺点：需要进行较多的行变换操作，对于初学者来说可能比较复杂。 氭 速

度：对于大矩阵，这种方法通常更快，因为现代计算机和软件库（如汍汁汔汌汁求、汎汵汭汐汹等）对行变换

进行了优化。

氳氮 氪氪计算工具氪氪： 氭 在实际应用中，大多数情况下会使用计算工具来求逆矩阵，因为它们可以自

动处理复杂的计算和优化算法。

水氮 氪氪特殊情况氪氪： 氭 如果矩阵具有特殊结构（如对称矩阵、对角矩阵等），某些方法可能会更快。

氵氮 氪氪数学软件和库氪氪： 氭 专业的数学软件和库通常使用高效的算法来求逆矩阵，这些算法可能结

合了多种方法的优点。

总结来说，没有绝对的答案说哪种方法更快，这取决于具体情况。在实际应用中，推荐使用专业

的数学软件或编程库来求逆矩阵，因为它们提供了准确、快速的解决方案。如果你需要手动计算，可

以根据矩阵的大小和特点选择适合的方法。对于小矩阵，伴随矩阵法可能更简单；对于大矩阵或需要

求解线性方程组的情况，增广矩阵法可能更合适。

消元法就是矩阵的行等价。

行列式|A| 氽

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
氮氮氮

氮氮氮
氮 氮 氮

氮氮氮

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
氽
∑

氨−氱氩ta1p1
a2p2
· · · anpn

的各个元素的代数余子式

Aij 氽 氨−氱氩i+jMij所构成的矩阵 A∗ 氽


A11 A12 · · · A1n

A21 A22 · · · A2n

氮氮氮
氮氮氮

氮 氮 氮
氮氮氮

An1 An2 · · · Ann



A 氽


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
氮氮氮

氮氮氮
氮 氮 氮

氮氮氮

an1 an2 · · · ann


AA∗ 氽 |A|E
A−1 氽 1

|A|A
∗

在线性代数中，一个方形矩阵的伴随矩阵（英语：污汤汪汵汧污汴汥 汭污汴汲汩汸）是一个类似于逆矩阵的概念。

如果矩阵可逆，那么它的逆矩阵和它的伴随矩阵之间只差一个系数。然而，伴随矩阵对不可逆的矩阵

也有定义，并且不需要用到除法。汁的伴随矩阵记作污汤汪氨汁氩，或汁氪。

以下来自汫汩汭汩：

汑氺为什么线性空间中基变换只需要一个方阵？

永



汁氺在数学中，线性空间（也称为向量空间）是一个集合，其中的元素称为向量，可以进行加法和

标量乘法运算。基（求污汳汩汳）是线性空间中的一组向量，任何该空间中的向量都可以唯一地表示为这组

基向量的线性组合。

基变换是从一个基转换到另一个基的过程。基变换可以通过矩阵乘法来实现。这里涉及到的方阵，

我们称之为变换矩阵或基变换矩阵。

为什么只需要一个方阵来实现基变换，原因如下：

氱氮 氪氪线性组合氪氪：在向量空间中，任何向量都可以表示为基向量的线性组合。基变换实际上是改

变了这种线性组合的系数。

氲氮 氪氪矩阵乘法氪氪：矩阵乘法是一种线性运算，可以用来表示线性变换。当我们有一个基变换矩阵

P 时，任何向量 v 在新基下的表示 v′ 可以通过 v′ 氽 P · v 来得到。
氳氮 氪氪坐标变换氪氪：基变换矩阵实际上是将旧基下的坐标转换为新基下的坐标。如果我们有一个向

量 v 在旧基下的坐标表示为 汛v汝old，那么在新基下的坐标 汛v汝new 可以通过 汛v汝new 氽 P · 汛v汝old 来计算。
水氮 氪氪方阵的性质氪氪：方阵是一个 n×n的矩阵，其行数和列数与基的维数相同。方阵的逆矩阵 P−1

可以用来将变换从新基逆回到旧基，即 汛v汝old 氽 P−1 · 汛v汝new。
氵氮 氪氪唯一性氪氪：基变换矩阵 P 是唯一的，只要它是可逆的（即行列式不为零）。这意味着对于任

何两个基，都存在唯一的变换矩阵来描述它们之间的关系。

氶氮 氪氪线性空间的结构保持不变氪氪：基变换不改变线性空间的结构，只是改变了描述向量的方式。

方阵 P 确保了线性空间中的线性关系在变换后仍然保持。

总结来说，基变换只需要一个方阵，因为它通过矩阵乘法提供了一种系统的方法来转换向量在不

同基下的坐标表示，同时保持了线性空间的结构不变。

汑氺为什么基变换矩阵 汐 是唯一的氿

汁氺在数学中，线性空间（也称为向量空间）是一个集合，其中的元素称为向量，可以进行加法和

标量乘法运算。基（求污汳汩汳）是线性空间中的一组向量，任何该空间中的向量都可以唯一地表示为这组

基向量的线性组合。

基变换是从一个基转换到另一个基的过程。基变换可以通过矩阵乘法来实现。这里涉及到的方阵，

我们称之为变换矩阵或基变换矩阵。

为什么只需要一个方阵来实现基变换，原因如下：

氱氮 氪氪线性组合氪氪：在向量空间中，任何向量都可以表示为基向量的线性组合。基变换实际上是改

变了这种线性组合的系数。

氲氮 氪氪矩阵乘法氪氪：矩阵乘法是一种线性运算，可以用来表示线性变换。当我们有一个基变换矩阵

P 时，任何向量 v 在新基下的表示 v′ 可以通过 v′ 氽 P · v 来得到。
氳氮 氪氪坐标变换氪氪：基变换矩阵实际上是将旧基下的坐标转换为新基下的坐标。如果我们有一个向

量 v 在旧基下的坐标表示为 汛v汝old，那么在新基下的坐标 汛v汝new 可以通过 汛v汝new 氽 P · 汛v汝old 来计算。
水氮 氪氪方阵的性质氪氪：方阵是一个 n×n的矩阵，其行数和列数与基的维数相同。方阵的逆矩阵 P−1

可以用来将变换从新基逆回到旧基，即 汛v汝old 氽 P−1 · 汛v汝new。
氵氮 氪氪唯一性氪氪：基变换矩阵 P 是唯一的，只要它是可逆的（即行列式不为零）。这意味着对于任

何两个基，都存在唯一的变换矩阵来描述它们之间的关系。

氶氮 氪氪线性空间的结构保持不变氪氪：基变换不改变线性空间的结构，只是改变了描述向量的方式。

方阵 P 确保了线性空间中的线性关系在变换后仍然保持。

总结来说，基变换只需要一个方阵，因为它通过矩阵乘法提供了一种系统的方法来转换向量在不

同基下的坐标表示，同时保持了线性空间的结构不变。

氹



氲氱：注意看上面第三条，首先，确定线性空间基变换的过度矩阵有且仅有一个，然后才有了汐这个

矩阵的具体含义，就是“将旧基下的坐标转换为新基下的坐标”。如果

[
氱 氰

氰 氱

]
则旋转之后为

[
cosϕ −sinϕ
sinϕ cosϕ

]
，

如果是其他，那么汐自然可以求出。

平行四边形法则，在面积相等的时候，剪贴，剪一个角贴到对边，拉伸了周长，但是缩短了高。用

圆球来算面积的思考方式就不对了，微积分平行四边形，一定要用小正方形，然后割补法就能想明白

了。

氱氰
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